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Premiere partie .

Cinématique






1. Vecteurs position, vitesse et accélération d’un
point d’un solide

1.1. Etude du mouvement

FIGURE 1.1.: Mouvement.

La cinématique permet de caractériser le mouvement d’un solide par rapport & un autre solide. Nous
considérons que I'un des deux solides (S°) sert de référence. Il est considéré fixe. L’autre solide (S5%)
est mobile, nous désirons étudier son mouvement ; Pour cela nous attachons a chaque solide un repere.
Nous noterons R° et R® les repéres respectivement attachés a S° et S°. Etudier le mouvement de S*
par rapport a S¢ reviendra a étudier le mouvement de R® par rapport a R°.

Le mouvement d’un repere par rapport a un autre, se caractérise par deux mouvements élémen-
taires : un mouvement de translation et un mouvement de rotation (figure 15.1). La translation est

o0

caractérisée par le vecteur O°07, defini par trois paramétres (composantes du vecteur), et la rotation
par Porientation relative des reperes. Celle-ci est définie par une matrice de rotation. La matrice de
rotation est définie a partir de trois parametres (angles). Au total, le mouvement va étre représenté

par six parametres que I'on appelle les six degrés de liberté du solide S°.

1.2. Vecteur position d’un point du solide

Soit ¢ la variable qui mesure le temps. Soit (S°) un solide en mouvement par rapport au repere
R°(0O°, %, %, %) Au cours de ce mouvement, un point M (t) quelconque du solide (S*) décrit dans le
repere R° une courbe (C). (C') est appelée la trajectoire de M dans le repere R°.

Le vecteur position du point M (t) du solide (S¥), dans le repere R, a la date t, est le vecteur
R
O°M(t).

Le référentiel du mouvement est constitué du repere de référence R° et d’une horloge mesurant le

temps t.
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1. Vecteurs position, vitesse et accélération d’un point d’un solide

FIGURE 1.2.: Vecteur position.

1.3. Vecteur vitesse d’un point du solide

FIGURE 1.3.: Vecteur vitesse.

Le vecteur vitesse du point M (t) du solide (S®) par rapport au repere R°, a la date ¢, est la dérivée

—
par rapport a ¢, pour un observateur lié au repere R°, du vecteur position O°M (t).

d ——
7MESS/RO - %OOM(t) (11)
BO
— Le vecteur vitesse 7M655/Ro a la méme direction que la tangente a la trajectoire (C') au point
(M).

— La vitesse a pour unité le **.
Remarque : En toute rigueur, la vitesse du point M appartenant au solide (S%) par rapport au repere
R est notée 7M€SS/R0. Siil n’y a pas de doute sur 'appartenance de M a (S*), on simplifie I’écriture

par 7M/RO'

12



1.4. Vecteur accélération d’un point du solide

€1

FIGURE 1.4.: Vecteur accélération.

1.4. Vecteur accélération d’un point du solide

Le vecteur accélération du point M (t) du solide (S®) par rapport au repére R°, a la date ¢, est la

dérivée par rapport a t, pour un observateur lié au repere R°, du vecteur vitesse 7 MeSs /Ro-

d
?Mess/Ro = EvMGSS/RO (1.2)
BO

— L’accélération a pour unité le 3.

13






2. Champ des vecteurs vitesse et accélération des

points d’'un solide

2.1. Champ des vecteurs vitesse des points d’un solide

€1

FIGURE 2.1.: Champ des vecteurs vitesse.

Soit (S*®) un solide en mouvement par rapport & un repere R°. Soit A et B deux points distincts de

(5%). La relation entre les vecteurs vitesse VA/RO et 73/30 s’écrit :

—_— =

VBGSS/RO — VAGSS/RO —|— BA /\ QBS/BO
—

— VAGSS/RO —|— QBS/BO /\ 1@

Démonstration :

La formule de la base mobile permet d’écrire :

Bl = CAB| 1 G e n AB
dt Bo t Bs
=0
et
d—> d—=
%1@ == _tAO + %OOB — —VAESS/RO ‘|‘ VBESS/RO
Be B° Be

d’ou 'on déduit la relation (2.1).

15



2. Champ des vecteurs vitesse et accélération des points d’un solide

2.2. Torseur cinématique

D’apres le théoreme de Delassus, la relation (2.1) indique que le champ des vecteurs vitesse est
le champ des moments d’un torseur. Celui-ci est appelé torseur distributeur des vecteurs vitesse ou
torseur cinématique.

Le champ des vecteurs vitesse des points d’un solide (5%) dans son mouvement par rapport au repere

R° est défini par le torseur suivant :

T

Css/Ro
AeSs/Be BeSs/Be

_ {635/30 _ {635/30 25
A

Ce torseur est appelé torseur cinématique du solide (S*) dans son mouvement par rapport au repére
Re.

2.3. Propriétés du torseur cinématique

2.3.1. Axe central du torseur cinématique

On considere le mouvement d’un solide (Sb) dans son mouvement par rapport a un autre solide

(8%). Le torseur cinématique caractérisant ce mouvement est :

o
T. — sb/5e (2.6)
sb/sa Aesb/ga

7I€Sb/S“

ﬁsb/sa

M

7M esb/Sa
FIGURE 2.2.: Axe central.
Dans le cas général, les 2 composantes du torseur cinématique ne sont pas collinéaires. Il existe un
ensemble de positions privilégiées ou les 2 composantes sont colinéaires. Soit I, un de ces point, on a :
ﬁ
7[651)/5“ :)\st/sa (27)

— Le point [ s’appelle un point central.
— L’ensemble des points I, au méme instant ¢, forment une droite : 'axe central A.

%
— L’axe central est parallele & 2 gv/ga.

16



2.4. Equiprojectivité du champ des vecteurs vitesse des points d’un solide

La recherche de I'axe central peut se faire a partir du torseur :
%
T . { Q Sb/Sa
Cgb/ga —
Sb/s
MeSb/Sae

MT*

en calculant le vecteur

ﬁ
ﬁ_ QSb/Sa/\VMESb/Sa
MI" = —— =
QSb/Sa.QSb/Sa

VT

I* est la projection orthogonale de M sur A. M I* est perpendiculaire a ﬁ Sb/ga-

(2.8)

(2.9)

Dans le mouvement relatif de S® par rapport & S?, I’axe central du torseur cinématique est 1’axe

instantané autour duquel S® tourne autour de S?, tout en se déplacant en translation rectiligne suivant

cet axe. Cette translation est nulle quand 7 resb/sa = 0.

2.3.2. Axoides

Dans le cas d’'un mouvement général on s’intéressera au mouvement de I’axe instantané de rotation

A par rapport & S® ou par rapport & S® A va décrire deux surfaces réglées' que 1'on appelle les

axoides.

2.4. Equiprojectivité du champ des vecteurs vitesse des points d’un solide

€1

FIGURE 2.3.: Equiprojectivité des vitesses.

Le champ des vecteurs vitesse est un champ des moments d’un torseur, il est donc équiprojectif. On

peut donc écrire :

E.VAESS/RO — E.vBess/Ro

1. Surfaces générées par des droites.

(2.10)

17



2. Champ des vecteurs vitesse et accélération des points d’un solide

2.5. Champ des vecteurs accélération des points d’un solide

La relation entre l'accélération de deux points A et B d’un solide M est donnée par :

d—=
?B/RO == ?A/RO"’EQBS/BO

/\Jﬁ‘{'ﬁBs/Bo /\ i@
o dt Bo

/\ Jﬁ + ﬁBs/Bo /\ (ﬁBs/Bo /\ E)

B

d—=
== ? 0 —Q s o
A/R +dt B$/B

B

Le champ des accélérations des points d’un solide n’est pas représentable par un torseur.

18
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3. Composition des mouvements

3.1. Composition des vecteurs vitesses

FI1GURE 3.1.: Composition des vecteurs vitesses.
Soit un solide (S*) en mouvement par rapport a deux reperes R°(0°, %, %, %) et R*(O*, 2, %, %)
eux-mémes en mouvement ['un par rapport a l'autre. Soit M un point du solide (S*). La relation entre

7M/Ro et 7M/R* s’écrit :

7Mess/Ro = 7MGSS/R* + 7M€R*/R° (3.1)

- 7 Mess/Rro est appelé vecteur vitesse absolue,
Mess/g+ est appelé vecteur vitesse relative,

— V Mmer+/Rre est appelé vecteur vitesse d’entrainement.

Comme M est un point de (S*) la relation de composition des vitesses s’écrit aussi :
7M/Ro - 7M/R* + 7MER*/RO (32)

Remarque : 7MER*/RO = —7MERO/R*

3.2. Composition des vecteurs rotation

P R R P i S

Soit un solide (S*) en mouvement par rapport a deux reperes R°(0°, e, €3, €4) et R*(O*, €], €3, €3)
eux-mémes en mouvement 'un par rapport a I'autre. Il existe la relation suivante entre les différents
vecteurs rotation :

—
ﬁBs/Bo == Q BS/B* + ﬁB*/BO (33)

19



3. Composition des mouvements

3.3. Composition des torseurs cinématiques

A partir des relations précédentes nous pouvons écrire la relation de composition des torseurs ciné-
matiques :

TCSS/RO = TCSS/R* + TCR*/RO (34)

3.4. Composition des vecteurs accélération

La composition des vecteurs accélération s’écrit :

%
?MESS/RO = ?MESS/R* + ?MER*/RO +28Q pe/po A 7MESS/R* (3.5)

Mess/Re est appelé vecteur accélération absolue,

Mess/r+ est appelé vecteur accélération relative,

MeR+/Re est appelé vecteur accélération d’entrainement,

A A A

B+/Bo \ 'V aess/p+ est appelé vecteur accélération de Coriolis.

20



4. Mouvements fondamentaux

4.1. Mouvement de translation

4.1.1. Définition

Un solide (S°) est animé d’un mouvement de translation si un vecteur attaché a ce solide ne change

pas de direction au cours du mouvement

4.1.2. Propriétés

. . = =
Dans un mouvement de translation, le vecteur rotation est nul : {2 gs go = 0.

Le torseur cinématique du mouvement de translation T, est un torseur de type couple. Il est

55 /RO
de la forme :

]
Tee) o = 4.1
css /R { 7MeSS/RO (4.1)

Le vecteur vitesse 7 Mess/re est identique pour tout point M de (S%).

. = ~
L’axe central du mouvement n’existe pas car {2 s /po = 0.

4.1.3. Mouvement de translation rectiligne

A A

. O

Ficure 4.1.: Translation rectiligne.

La trajectoire d’un point de (S®) est une droite.

4.1.4. Mouvement de translation circulaire

La trajectoire d’un point de (S*) est un cercle.

4.2. Mouvement de rotation

4.2.1. Définition

Un solide (S*) & un mouvement de rotation si deux points, M et N, de ce solide ont une vitesse

nulle.

21



4. Mouvements fondamentaux

FIGURE 4.2.: Mouvement de rotation

4.2.2. Propriétés

Le torseur cinématique T, caractéristique du mouvement de rotation, est un glisseur :

SS /R
— —=
Q s o Q s o
TCSS/RO - ﬁB /B - ﬁB /B (42)
0 0
M N

Les points M et N appartiennent a I’axe central (A) du torseur.

: X —
Pour un point M’ n’appartenant pas & I’axe central nous avons € s oJ_7 Iegs po.
p PP p Bs/B M'eSs/R

22



5. Etude cinématique du contact entre deux

solides

5.1. Vecteur vitesse de glissement en un point entre deux solides

5.1.1. Définition

FIGURE 5.1.: Vecteur vitesse de glissement.

Considérons deux solides (S%) et (S?) en contact ponctuel au point I. Le torseur cinématique du

solide (S%) par rapport au repeére R° est donné par :

ﬁ
_ QSa/Bo (51)
IeS*/Re

T

Csa/Ro
Le torseur cinématique du solide (Sb) par rapport au repere R° est donné par :

—
QSb/BO
TCSb/RO N { IESb/Ro (52)

La torseur cinématique du solide (S?) par rapport au solide (S¢) sera :

T,

Tcsb/sa = Tcsb/Ro ~ +cga/po =

— — —
{ ;Sb/sa: QSb/BO_QS“/BO (53)
IeSt/Sa = V [eSb/Re — V IeSe/Re

-V resp/ga est le vecteur vitesse de glissement au point I du solide (S®) par rapport au solide (S%).

23



5. Etude cinématique du contact entre deux solides

- vlesb/Sa est parallele au plan tangent commun en I & (S%) et (S°).

— Si Viegr/ga = 0 alors (S%) roule sans glisser sur (S%).

5.1.2. Projection du vecteur vitesse de glissement

Soit (7) le plan tangent commun & (S?) et (S?) passant par I (voir figure 5.1). Soit 7 le vecteur
normal & (7) passant par I, et orienté de (S°) vers (S%).
Le vecteur (1 sb/ga se décompose en deux composantes : a Sb/5a = P sb/g5a + 7 Sb/5a- P gb/sa est la

composante suivant 77 :
= "
?Sb/sa = st/sa.ﬁn (54)
et B sv/ge la composante dans le plan () :

ﬁsb/sa :ﬁsb/sa—ﬁsb/sa.ﬁﬁ:ﬁ/\(ﬁsb/sa /\ﬁ) (55)

P sv/se est le vecteur pivotement en I de (S®) par rapport & (S%).
- ﬁsb/Sa est le vecteur roulement en I de (S®) par rapport a (S).
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6. Mouvement plan

6.1. Définition

FIGURE 6.1.: Mouvement plan.

Un solide (S¥) est animé d’un mouvement plan par rapport au repere R° si tous les points du solide
ont une trajectoire située dans un méme plan (7).

Considérons trois points non alignés A, B, C' de (7). Nous pouvons écrire les relations suivantes :

—
7B€SS/R0 — VAESS/RO —|— QBS/BO /\zﬁ (61)
—
7B€SS/R0 - 7A€SS/RO — Q Bs/Bo /\ 1@ (62)
—
7C€SS/RO — 7A€SS/RO + Q Bs/Bo /\ C@ (63)
—
7C€SS/RO - 7A€SS/RO - Q Bs/Bo /\ C@ (64)

7BESS/RO — 7AESS/RO7 73655/30 — 7AESS/RO7 ﬁ, OB appartiennent au méme plan (7), par
ﬁ
conséquent {1 ps/pgo est perpendiculaire a ce plan.

Le torseur cinématique de (S*®) par rapport a R° en M s’écrit :

T

CSS/RO =

—
{ QBS/BO = w% (65)

MESS/RO == ulel + UQ?é
6.2. Centre instantané de rotation

= .
L’axe central est colinéaire a (2 gs /o, par conséquent il coupe le plan en un point. Ce point s’appelle

le centre instantané de rotation (CIR). Nous le notons I. Nous avons évidemment :

%
V reseipe = 0 (6.6)
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6. Mouvement plan

FIGURE 6.2.: CIR.

Le torseur (6.5) s’écrit en I :

%
Q S o
_ { Be/B (6.7)

T —
7[65’5/}%0 == 7MESS/RO + IM /\ QBS/BO

CSS/RO
(6.6) et (6.7) permettent d’écrire :

—
7M€SS/RO — m /\ QBS/BO (68)

par conséquent 7 MesSs/Re €t m , qui appartiennent au plan (), sont perpendiculaires. Il s’en suit

que la connaissance de la vitesse relative en deux points distincts suffit a définir I.

6.2.1. Base et roulante

R
B
I
(D)
&
b \ «
N 6*: _______
e |
l
|
La
I
o° e?
FIGURE 6.3.: Base et FIGURE 6.4.: Recherche ana-
roulante. lytique de B et
R.

Un observateur 1lié a R° voit le CIR décrire une courbe appelée base B du mouvement. De méme,

la trace du CIR pour un opérateur lié a R*® forme une courbe appelée roulante R du mouvement (voir
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6.2. Centre instantané de rotation

figure 6.3).

A chaque instant, la roulante est en contact avec la base au point I. La roulante roule sans glisser

%
sur la base car 71655/50 =0.

Tout mouvement plan sur plan peut se ramener au roulement sans glissement de la roulante sur la

base.
La base est ’ensemble des points I(x,z$) dans le repere R°(O°, 2, %1, e_g) fixe, dont les coordon-

nées paramétriques sont (voir figure 6.4) :

zf = a—b (6.9)
a
1o
«

—
avec 0°0° = ae? + b%.
La roulante est 'ensemble des points I(z],x3) dans le repere R*(O?, g, %, es) fixe, dont les coor-

données paramétriques sont :

(6.12)

1
&
1
&

(&sina — beos ag (6.11)

° ° .
acos o+ bsina

6.2.2. Profils conjugués

FIGURE 6.5.: Profils conjugués.

Soit une courbe convexe oy lié a (S*). Dans le mouvement relatif de (S¥) par rapport & R°, o9 admet
une courbe enveloppe ! oy dans R° (voir figure 6.5).

o1 et o9 sont appelés profils conjugués dans le mouvement de (S*) par rapport a R°.

Le mouvement de o7 par rapport o9 est un mouvement de roulement avec glissement. En effet si

I'on nomme K le point de contact entre o et o9, on peut écrire :

—
7Kess/R0 — 7I€SS/RO + .ﬁ /\ Q Bs/Bo (613)
— _ﬁ/\ ﬁBs/Bo (614)

1. o1 reste constamment tangente & o2 dans le mouvement de (S®) par rapport a R°.
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6. Mouvement plan

Le CIR est situé sur la normale en K aux profils conjugués o et os.
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Deuxieme partie .

Statique
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7. Torseur statique

7.1. Ensemble matériel isolé.

FI1GURE 7.1.: Isolement d’un systeme matériel.

L’ensemle matériel E est en contact avec le milieu extérieur e. Celui-ci est composé de n ensembles
matériels e;. On a e =) " e;. Isoler E consiste & le soustraire mentalement du milieu qui 'entoure.

Le milieu extérieur est remplacé par des actions mécaniques que 1’on appelle les efforts extérieurs.

7.2. Les efforts extérieurs

7.2.1. Le torseur statique

Chaque effort extérieur crée un champ de force que 'on peut exprimer sous la forme d’un torseur.
Ce torseur s’appelle le torseur statique ou le torseur de I'action extérieure de e sur le solide S.

On note ce torseur 767

kgm)‘

I'intensité de la force est exprimée en Newton (1 N =174

s

7.2.2. Exemples de torseurs statiques

7.2.2.1. Torseur statique associé a une force.

FIGURE 7.2.: Torseur statique associé a une force.
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7. 'Torseur statique

On considere que le milieu extérieur e exerce une force extérieure ? en A sur S. Le torseur statique
associé a la force s’exprime en A par :

6) (7.1)

TS = { F

A

7.2.2.2. Torseur statique associé a un moment.

FIGURE 7.3.: Torseur statique associé & un moment.

On considere que le milieu extérieur e exerce un moment 8 appliqué au point A, sur le solide S. Le
torseur statique associé au moment s’exprime au point A par :

%
e—S __ 0
Ty = { 8 (7.2)

A

7.2.2.3. Torseur statique associé au poids.

?:mg

FIGURE 7.4.: Poids d’un corps.

Le poids est un vecteur dirigé vers le bas. Son point d’application est le centre gravité GG du solide
On a :

Bemy

(7.3)

m est la masse du corps. ¢ est Paccéléraration de la pesanteur (|| ¢|| = 9.81m/s?). Le torseur statique
associé au poids s’exprime au point G par :

TS = { 3 (7.4)

G

32



8. Etude du contact entre deux solides

L’étude du contact entre deux solides est une science a part entiere : la tribologie. Nous en donnons

ici quelques notions élémentaires, utiles a 'ingénieur pour la modélisation des mécanisme.

8.1. Modélisation des contacts indéformables

8.1.1. Cas du contact ponctuel parfait.

Fi1GURE 8.1.: Contact parfait.

Le contact est défini par deux surfaces (S¢) et (S?). (7) est le plan tangent aux deux surfaces. (S?)

exerce sur (S%) une force au point de contact I des deux surfaces. Cette force est normale au plan (7).

On a:

F= H?Hﬁ (8.1)

Le torseur statique des forces de contact de (S®) sur (S%) s’exprime par :

e

1

n

8.1.2. Cas du contact ponctuel réel

On suppose que les solides (S%) et (Sb) sont en contact au point I. La force de contact exercée par
(S?) sur (S%) est notée F. Elle est définie & aide de deux composantes :

F=F+F (8.3)

= ? S S
— une composante normale F,, = F'.7i i, de direction normale au plan (),
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8. Etude du contact entre deux solides

FIGURE 8.2.: Contact ponctuel réel.

— une composante tangentielle ﬁg =7 A (? A fi), dont la direction appartient au plan (7).

Le torseur statique des forces de contact de (S°) sur (S?) s’exprime par :

S —

0
I

8.1.3. Cas du contact réel pseudo-ponctuel

FIGURE 8.3.: Contact réel pseudo-ponctuel.

On suppose dans ce cas que le contact entre les solides (S?) et (S®) se fait sur une surface S. Sur
un petit élément de surface dS, situé au point M de la surface S, le solide (S?) va exercer sur le solide

(S*) une densité de force d?. Cette densité de force se décompose par une composante normale et
— —
tangentielle. On a d? =dF, + d?t avec dF,, = d?.fi 7 et d?t =7 A <d? A ﬁ)

Le torseur statique des forces de contact de (S®) sur (S%) s’exprime en un point A de S par :
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8.1. Modélisation des contacts indéformables

st _ { F = [ dF, +d? ds .
S M?/A Js AM A <dF - d?) :
F = [ydF, + dF, 7, dS
) { M?/A Jures AM A <dF +d?> (8.6)

A

8.1.4. Lois de coulomb

Nous avons vu que les efforts de contact se décomposaient en des composantes normale et tangentielle
par rapport au plan (7). Ces composantes normale et tangentielle sont reliées entre elles par des lois
définies en fonction des conditions de contact et de la nature des matériaux. Ces lois portent le nom

de lois de Coulomb. Nous traiterons ici uniquement les cas ol nous avons frottement ou adhérence.

8.1.4.1. Cas de I'adhérence

FIGURE 8.4.: Contact adhérent.

Dans le cas de 'adhérence il n’y a pas de mouvement relatif entre les solides (5¢) et (S°). La force

élémentaire de contact d? en M fait avec la normale 77 un angle 6, inconnu (figure 8.4).
Par contre on sait que 'angle 0, est tel que :
0o < ¥q (87)

L’angle ¢, est appelé angle d’adhérence. 11 est fonction de la nature des matériaux en contact. On

définit le facteur d’adhérence par :

fa = tan ¢, (8.8)

Des valeurs usuelles de f, sont données dans le tableau 8.1.

On écrit dans la cas de 'adhérence :

] < 1. o
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8. Etude du contact entre deux solides

FIGURE 8.5.: Contact avec frottement.

8.1.4.2. Cas du frottement

Dans le cas du frottement il y a mouvement relatif entre les solides (S) et (S). La force élémentaire
de contact d? en M fait avec la normale 77 un angle 6; fixe (figure 8.5). De plus d? appartient au
plan formé par (M, 1, 7MeSa/sb). La direction de d? est apposée a celle de ijesa/sb. On a:

dF .V yyesuysn < 0 (8.10)
Le facteur d’adhérence est défini par :
fr=tanepy (8.11)
Nous avons également :
%
Hd?tH - Han (8.12)

8.1.4.3. Valeurs des facteurs de frottement et d’adhérence

Valeur de f Valeur de f,
Matériaux en contact Contact | Contact Contact sec | Contact lubrifié
sec lubrifié

acier/acier 0.2 0.1 0.3 0.1

acier /fonte 0.2 0.05 0.3 0.07

acier /bronze 0.2 0.1 0.25 0.15

acier /graphite 0.09 0.05 0.12 0.1
acier/garniture de friction 0.3 0.35

fonte/fonte 0.15 0.1 0.2 0.15

fonte/bronze 0.15 0.1 0.2 0.12

fonte sur graphite 0.1

fonte sur garniture de friction || 0.3 0.4
cuir /métal 0.25 0.3
acier/téflon 0.05 0.08 0.1

TABLE 8.1.: Valeur du coefficient de frottement et d’adhérence (d’apres [2]).
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8.2. Modélisation des solides déformables

8.2. Modélisation des solides déformables

La modélisation des solides déformables fait appel a la théorie de Hertz. Cet aspect est traité en

cours de technologie mécanique sur les guidages.
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0. Masse et inertie

0.1. masse

9.1.1. Définition

Q

FIGURE 9.1.: Masse.

La masse d’un solide S est définie par la quantité de matiere incluse a l'intérieur du volume §2

caractéristique du solide. Si p(M) est la masse volumique du solide au point M nous écrirons :

m = p(M) dQ (9.1)
MeS2

Si la masse volumique est constante (solide homogene p = p(M)) la relation précédente devient :

m = p(M) /MEQ dQ) = pQ2 (9.2)

Si le solide est composé de plusieurs solides S; homogenes de masse m; la masse m du solide résultant

sera

m = Zm, (9.3)

Si le solide est assimilable & une surface I', la masse sera déterminée a partir de la masse surfacique
du solide ps(M). On écrira :

m= ps(M) dl (9.4)
Mer

Si le solide est assimilable a une ligne L, la masse sera déterminée a partir de la masse linéique du

solide p;(M). On écrira :

m = pi(M) dL (9.5)
MeL
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9. Masse et inertie

9.1.2. Principe de conservation de la masse
La masse est une grandeur constante par rapport au temps. Par conséquent :

d_m_ =0
at T
avec dm = p df)

La relation suivante est une conséquence de ce principe. Nous pouvons écrire :

£, 1) )

R N /MEQ <% (f(M’t))

ou f(M,t) est une fonction (éventuellement vectorielle) dépendante de M et du temps.

0.2. Centre d’inertie

9.2.1. Définition

FIGURE 9.2.: Centre d’inertie

On appelle centre d’inertie du solide S le point G défini par :

Gde:ﬁ
MeQ

Si 'on introduit 'origine du repere O dans la relation précédente, nous pouvons écrire :

0= mdm = / <C@+6?\_>/I) dm
MeQ MeS)

— GO dm—l—/ OM dm
MeQ MeQ

= C@m—i— O—>Mdm
MeS)

d’ou la relation vectorielle :

1 N
0C — — OM dm
m Jyen

(9.9)
(9.10)

(9.11)

(9.12)

—
En notant O? =29, et OM = 2,7¢ 4 , nous obtenons la position du point G dans le repere

(0, e_1>, e_g, e_?’)) La relation précédente s’écrit :
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9.2. Centre d’inertie

1
r? = — x; dm (9.13)
m Jypeq
1
xyd = p- Ty dm (9.14)
MeQ
1
9 = — Ta dm (9.15)
’ m Jyen ’

9.2.2. Centre d’inertie d’un solide composé

Soit un solide S de centre d’inertie G' et de masse m. Ce solide est composé de plusieurs parties de

centre d’inertie G; et de masse m;. On écrira :

0C = 3" m0C, (9.16)

9.2.3. Théorémes de Guldin

9.2.3.1. Cas d’une surface

FIGURE 9.3.: Centre de gravité de la surface I'.

Soit €2 le volume engendré par la rotation de la surface I' autour de I'axe Oy. I' ne coupe pas Oy.

L abscisse du centre de gravité de I' est définie par :

v
= — 1
Zg 5 G (9.17)
S est la surface de I' et V' le volume de €.
9.2.3.2. Cas d’une ligne
19y
o L

FIGURE 9.4.: Centre de gravité de la ligne L.
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9. Masse et inertie

Soit I' la surface engendrée par la rotation de la ligne L autour de 'axe Oy. L ne coupe pas Oy. L’

abscisse du centre de gravité de L est définie par :

Ty = (9.18)

S est la surface de I" et [ la longueur de L.

9.3. Opérateurs d’inertie

9.3.1. Moment d’inertie
9.3.1.1. Généralités

L’unité du moment d’inertie est le kgm?.

9.3.1.2. Moment d’inertie par rapport a un point

FIGURE 9.5.: Moment d’inertie par rapport a un point.
Le moment d’inertie du solide S par rapport a un point A est donné par :

I :/ AM? dm (9.19)
MeS)

9.3.1.3. Moment d’inertie par rapport a une droite

FIGURE 9.6.: Moment d’inertie par rapport a une droite.

Le moment d’inertie du solide S par rapport a une droite A passant par A et de vecteur directeur

unitaire 0 est donné par :

2
Ian = / <AM A 5) dm = HM? dm (9.20)
MeQ

44



9.3. Opérateurs d’inertie

FIGURE 9.7.: Produit d’inertie par rapport a un plan.

9.3.1.4. Produit d’inertie par rapport a un plan

Le produit d’inertie du solide S par rapport a deux vecteurs unitaires orthogonaux §et 5 passant

par A (définissant le plan 7) est donné par :
Ty = — / (A31.5) . (A1) am (9.21)
MeQ

9.3.1.5. Rayon de giration

Le rayon de giration est défini par R tel que :
R=2= (9.22)

9.3.1.6. Moment et produit d’inertie dans un repére donné

2 3

Nous considérons le repere orthonormé R°(O°, €7, €5, %) Nous allons exprimer les moments et les
produits d’inertie d’un solide .S par rapport aux éléments du repere R°.

Moment d’inertie par rapport a O° :

_ onf2 _ 02 02 02
Ipo = O°M?* dm = 21"+ x3” + 23”7 ) dm (9.23)
MeQ MeQ

Moment d’inertie par rapport a 'axe O°xf :

—_ 2
A= Ipogs = / <O°M A g) dm = (ﬂ:;Q + x§2> dm (9.24)
MeQ MeQ
Moment d’inertie par rapport a 'axe O°xj :
—_— 2
B =1pesg = / <OOM A g) dm = (ﬂflﬁ + x§2> dm (9.25)
MeQ MeQ
Moment d’inertie par rapport a I'axe O°x§ :
—_— 2
C = Ipogg = / (OOM A e?;) dm = <xf2 + x%z) dm (9.26)
MeQ MeQ
Produit d’inertie par rapport aux axes O°z3, O°z5 :
D = —Ipeasas = / (O°M.e§) <0°M.§> dm — / (2523) dm (9.27)
MeQ MeQ

Produit d’inertie par rapport aux axes O°z7, O°z5 :

45



9. Masse et inertie

B = —lpogogs = /MEQ ((JOM.Z%) (OOM%) dm = /MGQ (2222) dm (9.28)

Produit d’inertie par rapport aux axes O°z{, O°z5 :

F = —Tpegens = / (OOM.?Q) (OOM.?§> dm = / (€223) dm (9.29)
MeQ MeQ

9.3.1.7. Relation entre les moments d’inerties

1
Ioe =5 (A+B+C) (9.30)

9.3.2. Opérateur d’inertie en un point
9.3.2.1. Définition

On appelle opérateur d’inertie Joo (7) au point O° d’un solide S 'opérateur qui a tout vecteur o

associe le vecteur :

Joo () = / ) <O—°7\—>/_f A (7 A 0—7\?» dm (9.31)
Me

9.3.2.2. Expression dans un repére

PR

Nous considérons le repere orthonormé R°(0O°, €7, €5, e5). Nous allons exprimer I'opérateur d’inertie
7 7 414 N o o __ .0 =3 7 _ =3 T 7
Joo (W) par rapport aux éléments du repére R°. Nous avons O°M = z°,e°, et U = une®y. Joo (W)

s’écrit sous la forme :

Joo (@) = 3o pguse’a (9.32)

J%oij s’appelle la matrice d’inertie :

OOOij = / (xoa$0a5ij —x%x%;) dm (9.33)
MeQ

La matrice d’inertie s’exprime a partir des coefficients de Binet :

A -F -E
Jj=| -F B -D (9.34)
-E -D C
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9.3. Opérateurs d’inertie

Démonstration :

- — —
Joo (7) = / <OOM VAN (7 AN OOM>) dm = / ea[gwxogewcgquogeja dm (9.35)
MeQ MeQ
- / ea[gwew(gquOgm‘Og?a dm (9.36)
MeQ
- / ((50{4(555 - (50{555() quogm'Og?a dm (9.37)
MeQ
o 3 o 8
= / < a¢Opeuc”pr e  a — dagdpcuct® paiee a(>9-3%i
MeQ
= / <uax ex’ ge o — ugx’gT a?a> dm (9.39)
MeQ
= / <x ¢x 55a5u5e o — 232 au5?a) dm  (9.40)
MeQ
= / (x%cx°e0ap — x°2°%) dm ug?a (9.41)
MeQ
— Toentpca (9.42)

9.3.2.3. Nouvelle expression des moments et produits d’inertie

Les moments et les produits d’inertie peuvent s’exprimer a partir de la matrice d’inertie. On a :
— Le moment d’inertie du solide S par rapport a une droite A passant par O° et de vecteur directeur

unitaire 9 :

Iooa = 0356 (9.43)
— (50,'](600{[_356 (944)

— Le produit d’inertie du solide S par rapport a deux vecteurs unitaires orthogonaux 5 et 5 passant

par O° (définissant le plan 7) :

Ioon = 6.3%5.C (9.45)
== 6aJ%oaﬁ<B (9-46)

9.3.2.4. Axes principaux d’inertie

L’expression de la matrice d’inertie est fonction du repere dans lequel on I'exprime. Nous notons R°
le repere général. Il existe un repere ou cette matrice est diagonale. Nous notons R® ce repere. Nous

pouvons écrire :

A, —FS. —EY,
Jcéoij — _FSO B%o _DOOO (947)
—Ego _Dgo Coo

et
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9. Masse et inertie

A 00
Oij = 0 B 0 (9.48)
0 0 Do

0oy Bo, Cdo, sont les valeurs propres de J¢).. Les vecteurs propres de J¢,. représentent les trois

directions caractérisant R°.

Si la matrice d’inertie J¢), s’exprime au centre d’inertie G (J¢,, = J?), nous dirons que les axes de

R°® sont des axes centraux d’inertie.

9.3.3. Changement de repére et matrice d’inertie

9.3.3.1. Changement d’origine (Théoréme de Huyghens)

F1GURE 9.8.: Changement d’origine.

On considere deux reperes R° et R®* de méme direction mais d’origines respectives O° et O°® (voir
figure 9.8). Nous avons OOO2 = aa?a et par conséquent x°; = a;+x°;. Les matrices d’inertie s’écrivent

dans les deux reperes précédents. On a :

Ape  —Fge —Epo
‘5oij: —Fg5.  Bpe —Dpo (9.49)
—E3. —Dpeo 0o
et
Ape  —F3e —Ep.
J‘é.ij: —Fg.  Bpe —Dp. (9.50)
—Ej. —Dp. Do

Il existe la relation suivante entre J¢)o et Jp. :

']OO%']' = OO'ij + (aaaaéij — aiaj) m + /M o (2aax'a5ij — (aix'j + x'iaj)) dm (9.51)
€

Si O° est confondu avec le centre d’inertie du solide G, I’équation précédente devient :
J00i; = JGu; + (aaaadij — ajaj) m (9.52)
Que l'on peut écrire sous la forme suivante :
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o

O°
B2
CO
DS
Jor
FO

Démonstration :

[¢]
JOoij

+ (aaaaézj — aiaj)/

MeQ

9.3. Opérateurs d’inertie

& +m (a3 + a3)
B+ m (a% + a%)
C& +m (af + a3)
D¢, + magas
E¢ + majas

F¢ 4+ majas

(x°qx°q0i; — x°%2°;) dm

((aa + 2°) (a0 + 2°a) 0ij — (a; + %) (a; +2°5)) dm

(x®qx®00i; — x°%2%;) dm

i
i
= / ((anaa + 2a02° o + 2°02°%,) ;5 — (a;a; + a;x®; + %05 + 2°;2°5)) dm
M
I

dm

o s )
MeQ

= Jcé.ij + (anaadi; — aza;) m + / (2a02°00i5 — (a;x®; + x%;a;)) dm

9.3.3.2. Changement de base

MeQ

e—§ A?g
o
10 o
&
?
€1
o

FIGURE 9.9.: Changement de base.

(9.59)
(9.60)
(9.61)
(9.62)
(9.63)
(9.64)

(9.65)

On considere deux reperes R° et R® de méme origine (voir figure 9.9). Le repere R® est obtenu a

partir du repere R° par une rotation. La rotation est caractérisée par la matrice de rotation R°°.

On a:

o __ po—e _e
;=R ial o

(9.66)
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9. Masse et inertie

La relation entre les moments d’inertie exprimés dans R° et R® est
T
J'Ooij = (R°7%a4) J%oaﬁR°_>°5j (9.67)

9.3.4. Conditions de symétrie

9.3.4.1. Symétrie par rapport a un plan

FIGURE 9.10.: Symétrique par rapport a un plan.

3 3

Supposons que le solide soit symétrique par rapport au plan (O°, €7, €5) (figure 9.10). Dans ce cas,

nous avons :

/M . (x§z3) dm =0 (9.68)
€

et
/ (2523) dm = 0 (9.69)
MeS)
dou E=0et D =0.

9.3.4.2. Symétrie par rapport a une droite

Supposons que le solide soit symétrique par rapport a la droite (O°, %) Dans ce cas, le solide est
symétrique par rapport aux plans (O°, %, %) et (O°, %, %) Par conséquent : E =0, F =0et D = 0.

De plus, z7 et x5 jouent le méme role donc : A = B.
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10. Torseur cinétique et dynamique

10.1. Torseur cinétique

10.1.1. Définition

Le torseur cinétique de I’ensemble matériel £ dans son mouvement par rapport au repere R est

défini en un point A par :

; Juea 71\4eE/Rodm
TczE Ro = € — (101)
/ { fMGQAM/\ MeE/Rodm

— La résultante du torseur cinétique est appelée résultante cinétique.

— Le moment du torseur cinétique est appelé moment cinétique on le note également : 04/ go.

10.1.2. Autre expression de la résultante cinétique

Soit @ le centre d’inertie de E. La définition du vecteur OC (voir 9.12) est :

o=+ OMdm (10.2)
m Jmeq

La dérivée de cette équation par rapport au temps avec R° fixé s’écrit :

d ?\, d (1 —
—0 = — —/ OMdm (10.3)
dt ro At \Q Jyeq Ro
Le principe de conservation de la masse permet de transformer I’équation précédente. On a :
d ? 1 d —
—O0 = — —OM| dm (10.4)
dt Ro m MeQ dt Ro
! v
- - od 105
e MeE/ReAM ( )
Comme %013‘30 = 7G6E/Ro, la résultante de TCiE/Ro se réécrit :
7M€E/Rodm = vaGE/RO (106)

MeS2

10.1.3. Autre expression du moment cinétique
Nous pouvons transformer I'expression de 04/ go de la maniere suivante :
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10. Torseur cinétique et dynamique

—_—
U_AE/RO = /M QAM/\?MeE/Rodm (107)
€
— / A_—_>M/\<7A6E/Ro+5>E/Ro/\m> dm (10.8)
MeQ
= / ;ﬂ\_)/_fdm> /\7A€E/R° —|—/ A_——>M/\§>E/Ro /\A_—_>Mdm (109)
MeQ MeQ

— ——
On remarque que fMeQ AMdm = fMeQ @dm + fMEQ OMdm = m@ + mO?’ et, d’apres 'ex-
o - =
pression du vecteur d’inertie, nous avons fMeQ AM A Qgjpe N AMdm = Ja(§2g/go). Ce qui permet

d’obtenir la relation :
~ N
OAE/Re :mA—C;/\vAeE/Ro—FJA(QE/Ro) (10.10)

10.1.4. Autre définition du torseur cinétique

Les résultats précédents permettent d’écrire le torseur cinétique sous la forme suivante :

; vaeE/RO
T g po = N (10.11)
/ A{ mAG A 7AeE/Ro + Ja(Q g/Ro)

10.2. Torseur dynamique

10.2.1. Définition

Le torseur dynamique de I’ensemble matériel E dans son mouvement par rapport au repere R est

défini en un point A par :

T% g po = { Jareq ?%GE/R"dm (10.12)

fMGQAM/\ MeE/Rodm
A

— La résultante du torseur cinétique est appelée résultante dynamique.

— Le moment du torseur cinétique est appelé moment dynamique, on le note également : 5;1 E/Re

10.2.2. Autre expression de la résultante dynamique

Nous avons établi en 10.1.3 que :

7M€E/Rodm :m7G€E/Ro (1013)
MeQ

En dérivant cette expression par rapport au temps avec R° fixé et en utilisant la conservation de la

masse, nous obtenons :

d d

(i), - STem, o
d

/ EWMEE/R") dm = mT ger/me (10.15)

MeQ Ro
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10.3. Energje cinétique d’un solide

Finalement nous avons la relation :

?MEE/ROdm = m?GeE/RO
MeQ)

10.2.3. Relation entre le moment dynamique et le moment cinétique

Le moment cinétique est défini par :

. —_—
O'AE/ROZ/M QAM/\?MGE/Rodm
€

En dérivant cette expression par rapport au temps avec R° fixé, nous obtenons :

dm
RO

d—
— /MEQ aAM /\ 7M€E/Ro

@A
d —

_ / Kyyyi
Meq dt R

= / <7M6E/Ro—7AeE/Ro>/\7M6E/Rodm
MeQ

—|—/ Z?\—}/I/\?MeE/Rodm
MeQ

—_—
/\7M€E’/R° +AM/\?M€E/Rodm

—_—
= - 7A€E/ROA7M€E/Rodm+/ AM/\?MeE/Rodm
MeQ MeQ

d’ou la relation :

- d
5AE/R0 :m(?AeE/Ro/\vGeE/Ro>+EO’AE/RO
Ro

10.3. Energie cinétique d’un solide

10.3.1. Définition

(10.16)

(10.17)

(10.18)
(10.19)
(10.20)
(10.21)

(10.22)

(10.23)

(10.24)

L’énergie cinétique d’un solide S de masse m, de centre d’inertie G, en mouvement par rapport a

RC est :

. 1
E S/Re = §/MEQ 7M6E/Ro.7MeE/Rodm

On démontre que I'énergie cinétique s’exprime également par :

1
Eg/po = §TCZS/R0 ® Teg) o

(10.25)

(10.26)
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Quatrieme partie .

Enoncés fondamentaux
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11. Principe fondamental de la statique (PFS)

\\ /<e>
.\
7
/

La condition nécessaire et suffisante pour qu’'un solide S soit en équilibre est que le torseur statique

associé aux actions extérieures e appliquées au solide soit nul.

T¢79 =0 (11.1)
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12. Principe fondamental de la dynamique (PFD)

12.1. Enoncé

Il existe au moins un repere R, appelé repere galiléen, et au moins une chronologie, appelée chro-
nologie galiléenne, tels que a tout instant , le torseur des actions extérieures (e) appliquées au systeme
matériel £ est égal au torseur dynamique de E dans son mouvement par rapport a R,.

Nous avons donc 1’égalité :

TP =TWg R, (12.1)

12.2. Repére galiléen et chronologie galiléenne

Un repere galiléen exact n’existe pas, car tout dans la nature est en mouvement. Le choix d’un
repere galiléen approché doit se faire en fonction du phénomene étudié. Nous distinguons trois repéres
galiléens approchés :

Le repére de Copernic : Il a pour centre le centre d’inertie du systeme solaire, plus trois directions

stélaires fixes. Il est utilisé pour représenter les mouvements interplanétaires.

Le repeére lié au centre d’inertie de la terre : Il a pour centre, le centre d’inertie de la terre, plus

trois directions stélaires fixes. Il est utilisé pour étudier le mouvement :

— d’un objet au voisinage de la terre,
— d’un objet sur une longue période (pendule de Foucault),

— d’un objet tres rapide (gyroscope).
Le repére lié au laboratoire : Il est utilisé dans tous les mouvements classiques.

La chronologie galiléenne sera mesurée par une montre classique.
En mécanique classique, I’espace (le repere galiléen) et le temps (la chronologie galiléenne) ne sont
pas liés. En mécanique relativiste (étude des objets se déplacant a une vitesse proche de la vitesse de

la lumiere), 'espace et le temps sont liés.

12.3. Equations du mouvement

La position du systeme matériel £ par rapport a R, dépend de n parametres ¢;(t). Le PFD s’exprime
sous la forme d’une équation torsorielle (équation 12.1). Celle-ci ce compose de deux équations vec-
torielles qui permettent d’écrire au maximum 6 équations algébriques. Ces équations algébriques font
intervenir les positions ¢;, les vitesses (;i, et les accélérations .q: de E. Chaque équation algébrique est

7 . . ’ . ERN /7 N Lad o L dd 9 7’ .
une équation différentielle du deuxieme degré f; (ql, Q1 q1s 5 Qns Qn, qn). L’ensemble de ces équations
sont les équations du mouvement.

Le PFD permet donc d’écrire un systeme de p équations différentielles généralement non linéaires,

avec p < 6 :
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12. Principe fondamental de la dynamique (PFD)

[ [ 1] [ ] (1]
J1 <Q1,Q1,Q1,"' aQnaQnaQn>
: (12.2)
[ ] [ 1] [ ] (1]
fp <QI,QI, q1, " ,4n,4n, Qn>

La résolution de ce systeme peut se faire rarement ”a la main”, elle nécessite ’emploi de méthodes

numériques.
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13. Principe des actions mutuelles

So—S
Ts2 1

_ /-
4 Té5'1/i>,5'

FIGURE 13.1.: Principe des actions mutuelles.

Si 'on considere deux solides S et So, le torseur des actions de S7 sur Ss est opposé au torseur des

actions de Sy sur 97.

To 752 = 55 (13.1)
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14. Approche énergétique

14.1. Puissance

14.1.1. Puissance des efforts extérieurs

14.1.1.1. Définition de la puissance dans le cas général

f(M)

FIGURE 14.1.: Efforts extérieurs.

Soit un ensemble matériel F en mouvement par rapport au repere R°. Le milieu extérieur (e) exerce
sur E une densité de force f (M) relative a la mesure dm en chaque point M de E.
La puissance développée, & un instant ¢, par 'action mécanique de (e) sur E dans son mouvement

par rapport a R est :
P sp/re = / f(M)'VMEE/RO dm (14.1)
MeE

14.1.1.2. Définition de la puissance dans le cas d’un solide indéformable

Soit un solide indéformable S en mouvement par rapport au repere R° caractérisé par le torseur
cinématique T Le milieu extérieur (e) exerce sur S effort extérieur caractérisé par le torseur
statique 7675,

La puissance développée, a un instant ¢, par 'action mécanique de (e) sur S dans son mouvement

S/RO"

par rapport a R est :

Poys/pe = Tog po @ TS (14.2)

14.1.2. Puissance entre deux ensembles matériels
14.1.2.1. Définition générale

La puissance développée, a la date ¢, par les actions mutuelles entre les ensembles matériels () et

E®@ | dans leur mouvement par rapport & R°, est :
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14. Approche énergétique

PE<1)<_>E<2)/R0 = PE<1)_>E(2)/R0 + PE<2)_>E(1)/R0 (14-3)

La puissance développée par les actions mutuelles de E(Y) sur E?) est indépendante du repére R.

Par conséquent on notera cette puissance :

P e (14.4)

14.2. Travail

14.2.1. Définition

Le travail, entre les dates #1 et t2, de I'action mécanique de ensemble matériel E) sur I'ensemble

matériel E(Q), dans le mouvement de e par rapport a R°, est :
¢ f2
Wth(l)aE(Q)/RO :/t PE(l)aE@)/Rodt (14.5)
1

14.3. Energie potentielle

14.3.1. Définition

L’ensemble matériel E possede une énergie potentielle, associée a I'action mécanique de e sur F,

dans le mouvement de E par rapport a R, §'il existe une fonction scalaire ¥, _, g/ go telle que :

d
P spjre = —a‘I’peaE/Ro (14.6)

14.3.2. Définition dans le cas d’actions mutuelles

Les deux ensembles matériels E() et E?) possedent une énergie potentielle, associée & une action

mutuelle, s’il existe une fonction scalaire W? ;1) o) telle que :

d

Ppoy oo = _%\I}I)E(I)HE@) (14.7)

14.4. Théoremes de I'énergie cinétique

14.4.1. Cas d’un seul solide

La dérivée, par rapport a la date ¢, de ’énergie cinétique galiléenne d’un solide S est égale a la

puissance galiléenne des actions mécaniques extérieures (e) a S.

d C
7 s/ry = Pessyr, (14.8)

14.4.2. Cas d’un ensemble de solides

La dérivée, par rapport a la date ¢, de I’énergie cinétique galiléenne d’un ensemble de solides F
est égale & la somme de la puissance galiléenne des actions mécaniques extérieures (e) a E et des

puissances des actions mutuelles entre chaque solide.
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14.4. Théorémes de I’énergie cinétique

d

EECE/Rg = Peyp/R, T+ Z Z Psivysj avec 1< (14.9)
(]
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Cinquieme partie .

Liaisons, Mécanismes
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15. Liaisons mécaniques

15.1. Notion de degrés de liberté.

W

%
€1

FIGURE 15.1.: Mouvements possibles d’un solide en 3D.

On considére un solide libre de mouvement. Le mouvement de ce solide est caractérisé, en 3D, par

6 mouvements élémentaires (voir figure 15.1). Ces mouvements élémentaires sont les degrés de liberté

(d.d.l.) du solide.
Les d.d.l. sont de deux types :
— les d.d.l. de translation :
— translation suivant ¢ : U,,
— translation suivant e_2> : Uy,
— translation suivant e_3> s Uy,
— les d.d.l. de rotation :
— rotation autour de e_f D Wy,
— rotation autour de 6_2> D Wy,
— rotation autour de e_g D W,
On définit, a partir des d.d.l., deux vecteurs :
— le vecteur des d.d.l. de translation : ? = Ugce_l> + Uyg + UZ%,
~ le vecteur des d.d.1. de rotation : B = wee; + wyey + wye3.

y
Dans le cas ou l'on étudie un mouvement en 2D, il n’existe que 3 d.d.l. qui sont : U,,Uy,w.. On

écrira donc :

T = U, +U,& (15.1
B = we (15.2)



15. Liaisons mécaniques

FIGURE 15.2.: Mouvements possibles d’un solide en 2D.

15.2. Torseur cinématique d’une liaison mécanique.

(%)

5 &

FIGURE 15.3.: Liaisons mécaniques.

On consideére une liaison mécanique L reliant le solide S* au solide S°. Cette liaison mécanique
autorise ou supprime certains mouvements. Dans le cas ou le mouvement est possible, celui-ci sera un
degré de liberté. Dans le cas ou le mouvement est impossible, celui-ci sera un degré de liaison.

Si 'on note N, le nombre de degré de liberté d’une liaison et Ny le nombre degré de liaison on aura
N.+ Ng=06¢en 3D, et N. + Ny; =3 en 2D.

Le torseur cinématique de la liaison mécanique L regroupe les vitesses et les vitesses de rotations

correpondant aux degrés de liberté. Si tous les mouvements sont possibles, le torseur cinématique de

la liaison dans son mouvement de S par rapport & S® s’exprime par :

3 203
D go/50 = Qg + Ques + Qe
Csb/sa = { / ! ve 3 (153)

Aesvjse = Vae] + Vy?Q +Vics

Les composantes du torseur cinématique s’appellent les inconnues cinématiques. Dans une liaison

nous avons N, inconnues cinématiques.

15.3. Effort transmissible par une liaison mécanique

Un effort sera transmissible par une liaison s’il existe des déplacements impossibles dans la liaison.
Ces déplacements impossibles sont les degrés de liaison. Pour chacun d’eux, nous aurons un effort
transmissible.

Nous avons vu qu’il existait six degrés de liaisons possibles. Nous aurons donc six efforts possibles. Les

degrés de liaison en translation entraineront des forces et les degrés de liaison en rotation entraineront
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15.3. Effort transmissible par une liaison mécanique

des moments. Le tableau ci-dessous indique les différents efforts et leur correspondance avec les degrés

de liaison.

‘ Axe H Inconnue Cinématique ‘ Effort transmissible ‘
=

€ Q, L
24 Q, M
e Q. N
el Vi X
e Vv, Y
4 V. Z

TABLE 15.1.: Efforts transmissibles par une liaison.

Le torseur statique associé a une liaison mécanique qui transmet un effort du solide (S%) sur un
solide (S?) sera défini & partir des efforts transmissibles par cette liaison. Dans le cas général, on aura

pour une liaison définie en A :

— =3 =
Tssa_>sb _ { Xel +Y€2 —+ Z€3 (154)

L& + Mes + Net
A

Les composantes du torseur statique s’appéllent les inconnues statiques. Dans une liaisons nous

avons Ny inconnues satiques.
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15. Liaisons mécaniques

15.4. Liaisons mécaniques élémentaires normalisées.

15.5. Torseur des petits déplacements

15.5.1. Position du probleme

FIGURE 15.4.: Transformation de (S°) en (S°).

O"PZ

permettant de repérer le point P° dans le repere R°. On applique a (S°) une translation puis une

Soit un point P° appartenant au solide (S°). Soit R° le repére attaché a (S°¢). le vecteur

rotation. La translation est caractérisée par le vecteur O°0O7. La rotation est caractérisée par la matrice
R*°. L’image du solide (S°) par cette transformation est le solide (S%). L’image du repere R° par
cette transformation est le repéere R®. L’image du point P par cette transformation est le point P?.
On considere un autre point Q° appartenant au solide (S°), qui par la transformation précédente
devient Q°. La question que 'on se pose est de définir la relation qui existe entre les composantes du
vecteur PO—PS> et du vecteur 620—625> exprimée dans la méme base.
Le vecteur PO—>PS est appelé le vecteur déplacement du point P dans la transformation de S¢ en S*.

——
On notera P°P® = 0 pcgs/go.

15.5.2. Relation entre les composantes des vecteurs déplacements.

Le solide est indéformable, par conséquent, les coordonnées du point P° dans le repere R° sont

identiques aux coordonnées du point P*® dans le repere R®. On écrit :

0°Pb — Wb, (15.5
0P = W&, (15.6)

A partir des résultats donnés en [3] paragraphe ??, nous allons exprimer 671' en fonction de

~opb ?a =2

— o o, __ 0<—S .8 A 3 .
Nous avons O°P° = z°, e’o et 2% = R}, °r°,. Nous pouvons écrire :

7.

:xsa

xsa?a = m()B?B (15.7)
RSS20 el s (15.8)
= Ry (15.9)
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15.5. Torseur des petits déplacements

Ce qui nous permet d’écrire :

®al

- Rws7 (15.10)
RSH’? (15.11)

En utilisant les relations précédentes, ? Pess/go se rééerit

¥ pesejg0 = PPPS = P°O° + 0°0° + O° P
= 0°0° 4+ 0O%P° —0°pP°
= 0°0° + x&p)?a - x&p)?a

15.12
15.13
15.14
15.15
15.16
15.17

= 0°0' 12RO, — 2P,
ey

= 0°0° + 2 (RE5° — 6as) €°5

- OOO2 + (R%:s — 5a5) x&p)e 3

Y
Ve Ve Ve Ve — —

~—_ — — ~— — ~—

Nous pouvons maintenant établir une relation entre ? Pess/so et ?Qe §5/80

W pesyge = 0°0° + (R%° — dap) P8y (15.18)
?Qess/so — 0°0° + (ROH — 0up) mgﬂ?ﬁ (15.19)
90"~ Bag) 20 — (RELS — dag) 0% (15.20)

(15.21)

?PGSS/S"_?QESS/SO = (
— (RG° -4 )(xgn_x&q))zﬁ

15.21

Nous allons donner une expression plus simple de ? Pess /S0 — ?Qe 55 /50- Nous avons, en considérant

que la matrice de rotation est définie a partir des angles généraux (voir [3] paragraphe ?7) :

Cp,Cos — 1 —505Ch, 50,
045 _
Rij — (5@' = 505Co, + 50,505C05 Co3Co, — S0,50,505 — 1 —56,Ch, (15.22)
50,505 — S05C0,Cos 50,Co5 t Co, 50550, cp,Co, — 1

avec : cg, = cos(f;) et sp, = sin(6;).

Si I'on considere que les angles de rotation sont petits (cg, = 1 et sp, = 6;), la matrice de rotation

se réécerit :

0 —05 0
Ry —dj=1| 6; 0 -6 (15.23)
0y 60

Dans ce cas ?PESS/SO — ?Qess/so devient :
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15. Liaisons mécaniques

?PESS/SO - ?QESS/SO = (R3." — dap) (x((f) - 9055”) & (15.24)
= (s (a0 = 2l?) + 05 <m(’” ) e (15.25)
= (6 (o = 2?) — 01 (o )) (15.26)
= (62 (=« = ?) + 01 < P-aM))ed s

En posant 9 Bs/Bo = ng—i—ﬂgg—k@ e7 90,670, et P°Q° = (x((f) — ﬂ:((f)) 67(1 il est facile de montrer

que :
ﬂ %
?PESS/SO == ?QESS/SO + POQ /\ 9 BS/BO (1528)

15.5.3. Définition du torseur des petits déplacements

L’expression (15.28) est du type moment. Le moment étant le déplacement ? Pess/se et larésultante

¢ ps;po- Nous pouvons donc définir le torseur des petits déplacements par :

s
Bs/Be°
T po = { PE/S » (15.29)
9 S o
_ { ?B /B - (15.30)
0 Qess/se = 0 pess/so + Q PiAY Bs/Bo
s
_ Bs(Be - (15.31)
Q°Q% = P°P* + Q°PP A 6 /o
Q

74



16. Etude des mécanismes

16.1. Liaisons en parallele

16.1.1. Définition

FIGURE 16.1.: Liaisons en parallele.

Nous supposons n liaisons élémentaires L(Y en parallele entre deux solides S; et So. On définit par

L la liaison équivalente entre les solides S; et Sy (voir figure 16.1).

16.1.2. Etude statique de la liaison équivalente

Nous allons réaliser 1’équilibre du solide S;. Ce solide est soumi aux actions extérieures, représentées
.. . .. i ’ ’ (1)
par le torseur T, Seﬁsl, ainsi qu’aux actions des liaisons L), représentées par les torseurs TSL =51,

L’équilibre s’écrit :

n
TS 4 N TS = g (16.1)
i=1

avec, dans le cas général :

3, (16.2)

crons _ | X0+ YOl 4 200es
s LW + MOed + NG 5

A

on définit le vecteur Dgl) des composantes non nulles du torseur 7, SL(Z)%SR Dans le cas général on a :

. T
Dg@:[ X0 yO zO & a0 NG (16.3)

Si 'on note TSL_>S1 le torseur des actions de la liaison équivalente sur le solide Sy, I’équilibre se

réécrit :

TS 4+ T =0 (16.4)
avec, dans le cas général :
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16. Etude des mécanismes

— =3 =3
TLoS { Xep+Yept2es (16.5)

Le + MeS + Neb
A

Si 'on note Ns; le nombre d’inconnues statiques de chaque liaison, le nombre d’inconues statiques

sera

n
Ns=> Ns; (16.6)
i=1

Les équations 16.1 et 16.4 permettent d’écrire :

n
(RS DY (16.7)

i=1
Dans le cas général, 'équation donne 6 équations algébriques dans lesquelles sont présentes les Ns
inconnues statiques provenant des liaisons L(®), et les 6 inconnues statiques provenant de la liaison

équivalente L. L’écriture matricielle de ce systeme d’équations donne :

Ns DS)

6 Sy e | = : : (16.8)

D

On note r; le rang de la matrice S. la valeur de rg permet de qualifier la liaison :
— sirs = 6 : la liaison équivalente est complete (les 6 degrés de liaison sont présents),
— sl rg < 6 : la liaison équivalente est partielle.
De plus :
— si Ns = r; la liaison est isostatique,
— si Ns > r, la liaison est hyperstatique.

On définit le degré d’hyperstatisme par :

h=Ns—rs (16.9)

16.1.3. Etude cinématique de la liaison équivalente

La compatibilité cinématique des n liaisons en parallele L) avec la liaison équivalente L s’exprime

par l'identité des torseurs cinématiques de chaque liaison L) avec la liaison équivalente L. On écrit :

(16.10)

TcL(i)/Ro = TCL/Ro

avec TCL(Z.)/RO le torseur cinématique caractéristique de la liaison L. Dans sa forme générale,

, .
. s’exprime par :
CL@) /Ro p p
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16.1. Liaisons en paralléle

Q08 + 0,06 +0.0¢
Cw’)/m_{ 0 ’ (16.11)

V08 +V,0e8 + 1,0
A

On définit le vecteur D((;i) par les composantes non nulles du torseur TCL ) ro" Dans le cas général

on a:
D — [ 2,0 0,0 .0 0 yo y0 ] (16.12)
et Tt /R le torseur cinématique caractéristique de la liaison L. Dans sa forme générale, T, /R
s’exprime par :
0,7 + 0,65 + Q)
TCL/RO - — j ? (1613)
Veel +Vyes + Ve
A
On définit le vecteur D, des composantes non nulles du torseur TCL(i)/Ro' Dans le cas général, on a :
T
D.— [ QG Q0 Ve V, Vi ] (16.14)

La compatibilité cinématique, exprimée par la relation 16.10, conduit a n systemes d’équations a 6

équations. Nous allons donc avoir un systeme a 6n équations.

Nous allons distinguer dans ce systéeme deux types d’équations. Les équations principales et non

principales. Les équations non-principales sont du type :

DY =D, (16.15)

Ci

Il y a Nc équations de ce type. Les équations principales ont la forme :

f(Deyy+De,) =0 (16.16)

ou f est une fonction. Il y a 6n — N¢ fonction de ce type.

Les équations non principales ne présentent pas d’intérét particulier. Par contre les équations prin-

cipales permettent d’écrire le systeme suivant :

D7 est constitué d’éléments de D.. La taille de D} est a priori inconnue.
Nous noterons r. le rang de la matrice C'. la valeur de r. permet de qualifier la liaison :

— si 6n — Nc¢ = r., la liaison est non surabondante

— si 6n — Nc¢ > r,, la liaison est surabondante de degré h, = 6n — Nc — r..
De plus :
— si r. = 6, la liaison est rigide

— si r. < 6, la liaison est mobile de degré m =6 — r,
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16. Etude des mécanismes

16.2. Liaisons en série

16.2.1. Mécanisme a chaine ouverte

16.2.1.1. Définition

Lo...n

FIGURE 16.2.: Chaine ouverte.

Nous considérons n + 1 solides reliés entre eux par n liaisons. Nous avons entre les deux solides S;_1
et S; une seule liaison, notée L), le premier solide Sy est relié au bati. Le dernier solide S, est libre.
Cet ensemble (voir figure 16.3) constitue une chaine continue ouverte.

La liaison équivalente a ces liaisons en série sera notée Ly...,,.

16.2.2. Etude statique de la liaison équivalente
La chaine ouverte est soumise a son extrémité (.5,) a des efforts caractérisés par le torseur statique
T¢5n, Léeriture de I'équilibre du solide S,, s’écrit :
TSn-175n 4 Te75n = (16.18)
L’écriture de 1’équilibre du solide S; s’écrit :

TL;S','_1—>SZ' + T§i+1_>si =0 (1619)

De ces équations, on peut écrire :

TYTS S PSSt TS pour 1<i<n (16.20)

La relation ci-dessus permet d’écrire n équations torsorielles dont le second membre sera les 6
composantes de T, SGHS". Ces équations donneront un systeme de 6n équations scalaires.

Le rang de ce systeme est rs. On démontre que r; = Ng. On aura donc rg équations principales, et
6n — ry équation supplémentaires. Les équations supplémentaires permettent de trouver des éléments
nuls, ou des relations entre les composantes de TfﬂS".

Comme 7y = Ng, la liaison équivalente Lg...,, est toujours isostatique.

16.2.3. Etude cinématique de la liaison équivalente

Le torseur cinématique T associé a la la liaison équivalente Ly..., se décompose de la maniere

Sn/S0
suivante :
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16.3. Mécanisme a chaine fermée

TCSn/O - TCSn/Snfl Tt TCSi/Siﬂ ot Tcsl/so (16'21)
n

- ZTcsi/Sifl (1622)
i=1

Cette équation permet d’écrire 6 équations scalaires. Ces équations contiennent les N, inconnues

cinématiques. La mobilité de la chaine cinématique est m. = N..

16.3. Mécanisme a chaine fermée
16.3.1. Définition

S50

(+1)

FIGURE 16.3.: Chalne fermée.

Le cas de la chaine fermée est similaire a celui de la chalne ouverte & la différence suivante : le solide

Sy et le solide S, sont reliés par la liaison L™+,

16.3.2. Loi d’entrée sortie

On appelle loi d’entrée sortie £ du mécanisme la ou les relations qui existent entre les composantes
des torseurs cinématiques associées aux liaisons de la piece d’entrée S1 et la piece de sortie Sn par

rapport au bati S0.

Tes /s, = L Tes, s, (16.23)
16.3.3. Etude cinématique
La relation entre les différents torseurs statiques associés aux n + 1 liaisons, s’écrit :
Tegyrs, T+ Tes, ys, o T Teg, )5, =0 (16.24)

Cette relation permet d’écrire 6 équations faisant intervenir les N, inconnues cinématiques. Ces
équations permettent d’écrire un systeme linéaire a partir des inconnues cinématiques. On note r, le

rang de ce systeme. La mobilité de la chaine fermée sera définie par :

me = N, — 7, (16.25)

79



16. Etude des mécanismes

16.3.4. Etude statique

Dans le cas général, I’équilibre du solide Si s’écrit :
Ty TS TS TS g (16.26)

En considérant les n solides, nous obtenons 6n équations contenant les Ny inconnues statiques. Ces
équations permettent d’écrire un systeme linéaire a partir des inconnues statiques. On note 7 le rang

de ce systeme. Le degré d’hyperstatisme de la structure sera définie par :

h =N, —r, (16.27)

La loi d’entrée sortie et ’égalité entre la puissance transmise a 'entrée et a la sortie de la liaison
permettent d’écrire un systeme d’équations algébriques. On démontre que ce systéeme permet d’écrire

la relation :
me = 6n — 7 (16.28)

16.3.5. Bilan

Pour chaque liaison nous avons :

N, + N, = 6 (16.29)

Pour les n liaisons, plus le bati, nous aurons donc :

N, + N, =6(n+1) (16.30)

Les équations 16.25, 16.27, 16.28, 16.30 permettent d’écrire :

h = me+6—N, (16.31)
= N;—6n+me (16.32)

16.4. Mécanisme a chaine complexe

16.4.1. Définitions

o
FIGURE 16.4.: Chaine complexe.

80



16.4. Mécanisme a chaine complexe

Classes d’équivalences

L’ensemble des pieces d’un mécanisme qui n’ont pas de mouvement relatif entre elles, appartiennent

a la méme classe d’équivalence. On notera p le nombre de classes d’équivalences du mécanisme.

Graphe des liaisons

Les classes d’équivalence sont reliées par des liaisons. Les classes d’équivalence et les liaisons forment

le graphe des liaisons. On notera [ le nombre de liaisons.

Attention :  Dans un graphe de liaison, on ne fait pas apparaitre les liaisons en parallele. Les liaisons

en parallele sont remplacées par leur liaison équivalente.

Cycles

FIGURE 16.5.: Cycles.

Un graphe de liaison peut étre décomposé en cycles. Un cycle est une chaine continue fermée de
liaisons qui ne contient pas deux fois la méme classe d’équivalence.

Il est possible a partir d’un nombre minimal de cycles de former le graphe initial. Chacune des ces
compositions de cycle, forme la base des cycles de graphe.

Le nombre cyclomatique v est le nombre de cycles indépendants du graphe. C’est le nombre minimal

de cycles nécessaires pour former le graphe. Nous avons :
y=l-p+1 (16.33)

16.4.2. Etude cinématique

Pour chaque cycle, nous pouvons réaliser une étude cinématique similaire a celle d’une chaine fermée
(voir §16.3.3, p 79). Pour chaque cycle, nous allons obtenir un systéme de 6 équations contenant les
inconnues statiques présentes dans le cycle.

Pour ’ensemble des « cycles, nous allons donc obtenir un systéme linéaire de 6y équations faisant
intervenir I’ensemble des inconnues statiques du systeme mécanique. Le rang du systeme linéaire sera
noté r. et le nombre d’inconnues statique sera noté Nc.

La mobilité cinématique de la chaine est définie par :
me = N, — 1, (16.34)
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16. Etude des mécanismes

16.4.3. Etude statique

L’étude statique est réalisée en écrivant I’équilibre de chaque classe d’équivalence, en excluant la

classe rattachée au bati. Pour la classe d’équivalence S; nous allons avoir une équation du type :

N S Sl (16.35)
l;
avec [; le nombre de liaisons attachées a la classe d’équivalence 5;, et Tfiﬁsi le torseur des actions
extérieures sur S;. Cette relation va nous donner un systeme linéaire de 6 équations.
L’étude statique globale donnera un systéme linéaire de 6(p — 1) équations faisant intervenir les Ny
inconnues statiques. Le rang de ce systeme d’équations sera noté rg.

Le degré d’hyperstatisme sera défini par :

h=N, —r, (16.36)

Par analogie avec ’équation 16.28, nous écrivons :

me="06(p—1)—rs (16.37)
16.4.4. Bilan
Pour chaque liaison, nous avons :
Ng, + N, =6 (16.38)
Pour les [ liaisons nous avons :
Ng+ N, =6l (16.39)

Les équations 16.34, 16.36, 16.37, 16.39 permettent d’écrire :

h = m¢+6y— N, (16.40)
= Ny—6(p—1)+m, (16.41)
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