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𝑂 ⃗𝑧

Un disque de rayon 𝑅, d’épaisseur 𝑒 peut tourner autour d’une liaison pivot de centre 𝑂 et d’axe ⃗𝑧.
On notera 𝑚 la masse du disque, il est constitué d’un matériau de masse volumique 𝜌.

Le point 𝐺 est le centre de gravité du disque. L’inertie du disque autour de l’axe (𝐺, ⃗𝑧) est 𝐼𝑧 = 𝑚𝑅2

2

La figure de gauche représente le mécanisme et celle de droite le mouvement du disque au cours du
temps.

Le repère 𝑅1 = (𝑂,𝐵1), avec 𝐵1 = ( ⃗𝑥1, ⃗𝑦1, ⃗𝑧), est attaché au disque.

Le repère 𝑅0 = (𝑂,𝐵0), avec 𝐵0 = ( ⃗𝑥0, ⃗𝑦0, ⃗𝑧) est considéré galiléen.

Cinématique
1. Exprimer ⃗𝑥1 dans la base 𝐵0

⃗𝑥1 = cos(𝜃) ⃗𝑥0 + sin(𝜃) ⃗𝑦0

2. Exprimer ⃗𝑦1 dans la base 𝐵0

⃗𝑦1 = −sin(𝜃) ⃗𝑥0 + cos(𝜃) ⃗𝑦0

3. Exprimer 𝑑
𝑑𝑡 ⃗𝑥1|0 dans la base 𝐵0 puis dans la base 𝐵1

𝑑
𝑑𝑡 ⃗𝑥1|

0

= ̇𝜃(− sin(𝜃) ⃗𝑥0 + cos(𝜃) ⃗𝑦0) = ̇𝜃 ⃗𝑦1

4. Exprimer 𝑑
𝑑𝑡 ⃗𝑦1|0 dans la base 𝐵0 puis dans la base 𝐵1



𝑑
𝑑𝑡 ⃗𝑦1|

0

= − ̇𝜃(cos(𝜃) ⃗𝑥0 + sin(𝜃) ⃗𝑦0) = − ̇𝜃 ⃗𝑥1

5. Exprimer Ω⃗1/0

Ω⃗1/0 = ̇𝜃 ⃗𝑧

6. Exprimer ⃗𝑉𝑂∈1/0 puis ⃗𝑉𝐺∈1/0 en utilisant la formule des moments (babar)

⃗𝑉𝑂∈1/0 = ⃗0

⃗𝑉𝐺∈1/0 = ⃗𝑉𝑂∈1/0 + ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝐺𝑂 ∧ Ω⃗1/0

= −𝑅 ⃗𝑥1 ∧ ̇𝜃 ⃗𝑧 = 𝑅 ̇𝜃 ⃗𝑦1

7. Exprimer ⃗𝑥1 ∧ ⃗𝑦0

⃗𝑥1 ∧ ⃗𝑦0 = (cos(𝜃) ⃗𝑥0 + sin(𝜃) ⃗𝑦0) ∧ ⃗𝑦0 = cos(𝜃) ⃗𝑧

8. Exprimer ⃗𝑦0 ⋅ ⃗𝑥1

⃗𝑦0 ⋅ ⃗𝑥1 = ⃗𝑦0 ⋅ (cos(𝜃) ⃗𝑥0 + sin(𝜃) ⃗𝑦0) = sin(𝜃)

9. Exprimer ⃗𝑦0 ⋅ ⃗𝑦1

⃗𝑦0 ⋅ ⃗𝑦1 = ⃗𝑦0 ⋅ (− sin(𝜃) ⃗𝑥0 + cos(𝜃) ⃗𝑦0) = cos(𝜃)

Statique
1. Exprimer le torseur statique exercé par le poids sur le disque. Le poids est dirigé suivant − ⃗𝑦0. On

exprimera ce torseur en 𝐺 et en 𝑂

𝑇 poids → disque
𝑠 = {−𝑚𝑔 ⃗𝑦0

0⃗𝐺

⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝑀𝑂 poids = ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝑀𝐺 poids + ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝑂𝐺 ∧ (−𝑚𝑔 ⃗𝑦0)

= ⃗0 + 𝑅 ⃗𝑥1 ∧ (−𝑚𝑔 ⃗𝑦0) = −𝑚𝑔𝑅 cos(𝜃) ⃗𝑧

𝑇 poids → disque
𝑠 = { −𝑚𝑔 ⃗𝑦0

−𝑚𝑔𝑅cos(𝜃) ⃗𝑧𝑂

2. Exprimer le torseur statique exercé par le pivot sur le disque. On décomposera la force dans 𝐵1
soit 𝐹𝑥 ⃗𝑥1 + 𝐹𝑦 ⃗𝑦1

𝑇 pivot → disque
𝑠 = {𝐹𝑥𝑥⃗1+𝐹𝑦 ⃗𝑦1

0⃗𝑂

3. Exprimer la somme de ces torseurs au point 𝑂

𝑇 poids+pivot → disque
𝑠 = {𝐹𝑥𝑥⃗1+𝐹𝑦 ⃗𝑦1−𝑚𝑔 ⃗𝑦0

−𝑚𝑔𝑅cos(𝜃) ⃗𝑧𝑂

Cinétique
1. Donner le volume 𝑉  du disque et exprimer sa masse 𝑚 en fonction de 𝑅, 𝑒, 𝜌. Exprimer 𝐼𝑧 en

fonction de 𝑅, 𝑒, 𝜌.

𝑉 = 𝜋𝑅2𝑒



𝑚 = 𝜋𝜌𝑅2𝑒

𝐼𝑧 = 𝑚𝑅2

2
= 𝜋𝜌𝑅2𝑒𝑅

2

2
= 𝜋𝜌𝑒𝑅

4

2

2. Donner la matrice d’inertie du disque exprimée au point 𝐺 dans la base 𝐵1. Les termes non nuls
seront indiqués par une variable de votre choix.

(
((
((

𝐴
0
0

0
𝐴
0

0
0

𝑚𝑅2

2 )
))
))

(𝐺,𝐵1)

3. Exprimer le moment cinétique 𝜎⃗𝐺1/0 du disque au point 𝐺 par rapport à la base 𝐵0. Exprimer le
torseur cinétique du disque au point 𝐺 par rapport à la base 𝐵0.

𝜎⃗𝐺1/0 =

(
((
((

𝐴
0
0

0
𝐴
0

0
0

𝑚𝑅2

2 )
))
))

(𝐺,𝐵1)(
(((
(0

0
̇𝜃)
)))
)

𝐵1

=

(
((
((

0
0

𝑚𝑅2

2
̇𝜃)
))
))

𝐵1

= 𝑚𝑅2

2
̇𝜃 ⃗𝑧

𝑇 ci
1/0 = {𝑚𝑅 ̇𝜃 ⃗𝑦1

𝑚𝑅2
2

̇𝜃 ⃗𝑧
𝐺

4. Exprimer le torseur cinétique du disque au point 𝑂 par rapport à la base 𝐵0.

𝜎⃗𝑂1/0 = 𝜎⃗𝐺1/0 + ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝑂𝐺 ∧ 𝑚 ⃗𝑉𝐺∈1/0

= 𝑚𝑅2

2
̇𝜃 ⃗𝑧 + 𝑅 ⃗𝑥1 ∧ 𝑚𝑅 ̇𝜃 ⃗𝑦1

= 𝑚𝑅2

2
̇𝜃 ⃗𝑧 + 𝑚𝑅2 ̇𝜃 ⃗𝑧 = 3

2
𝑚𝑅2 ̇𝜃 ⃗𝑧

𝑇 ci
1/0 = { 𝑚𝑅 ̇𝜃 ⃗𝑦1

3
2𝑚𝑅2 ̇𝜃 ⃗𝑧

𝑂

Dynamique
1. Exprimer l’accélération Γ⃗𝐺∈1/0

Γ⃗𝐺∈1/0 = 𝑑
𝑑𝑡

⃗𝑉𝐺∈1/0|
0

= 𝑅 𝑑
𝑑𝑡

̇𝜃 ⃗𝑦1|
0

= 𝑅( ̈𝜃 ⃗𝑦1 − ̇𝜃2 ⃗𝑥1)

2. Exprimer le torseur dynamique du disque au point 𝐺 par rapport à la base 𝐵0.

⃗𝛿𝐺1/0 = 𝑑
𝑑𝑡

𝜎⃗𝐺1/0|
0

= 𝑚𝑅2

2
̈𝜃 ⃗𝑧



𝑇 dy
1/0 = {𝑚𝑅( ̈𝜃 ⃗𝑦1− ̇𝜃2𝑥⃗1)

𝑚𝑅2
2

̈𝜃 ⃗𝑧
𝐺

3. Exprimer le torseur dynamique du disque au point 𝑂 par rapport à la base 𝐵0.

⃗𝛿𝑂1/0 = ⃗𝛿𝐺1/0 + ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝑂𝐺 ∧ 𝑚𝑅( ̈𝜃 ⃗𝑦1 − ̇𝜃2 ⃗𝑥1)

= 𝑚𝑅2

2
̈𝜃 ⃗𝑧 + 𝑅 ⃗𝑥1 ∧ 𝑚𝑅( ̈𝜃 ⃗𝑦1 − ̇𝜃2 ⃗𝑥1)

= 𝑚𝑅2

2
̈𝜃 ⃗𝑧 + 𝑚𝑅2 ̈𝜃 ⃗𝑧

= 3
2
𝑚𝑅2 ̈𝜃 ⃗𝑧

𝑇 dy
1/0 = {𝑚𝑅( ̈𝜃 ⃗𝑦1− ̇𝜃2𝑥⃗1)

3
2𝑚𝑅2 ̈𝜃 ⃗𝑧

𝑂

Equilibre dynamique
1. Donner les trois équations caractérisant l’équilibre dynamique par projection dans la base 𝐵1

𝑇 poids+pivot → disque
𝑠 = 𝑇 dy

1/0

{𝐹𝑥𝑥⃗1+𝐹𝑦 ⃗𝑦1−𝑚𝑔 ⃗𝑦0
−𝑚𝑔𝑅cos(𝜃) ⃗𝑧𝑂

= {𝑚𝑅( ̈𝜃 ⃗𝑦1− ̇𝜃2𝑥⃗1)
3
2𝑚𝑅2 ̈𝜃 ⃗𝑧

𝑂

projection sur ⃗𝑧

−𝑚𝑔𝑅 cos(𝜃) = 3
2
𝑚𝑅2 ̈𝜃

𝑔 cos(𝜃) + 3
2
𝑅 ̈𝜃 = 0

projection sur ⃗𝑥1

(𝐹𝑥 ⃗𝑥1 + 𝐹𝑦 ⃗𝑦1 − 𝑚𝑔 ⃗𝑦0) ⋅ ⃗𝑥1 = 𝑚𝑅( ̈𝜃 ⃗𝑦1 − ̇𝜃2 ⃗𝑥1) ⋅ ⃗𝑥1

𝐹𝑥 − 𝑚𝑔 sin(𝜃) = −𝑚𝑅 ̇𝜃2

projection sur ⃗𝑦1

(𝐹𝑥 ⃗𝑥1 + 𝐹𝑦 ⃗𝑦1 − 𝑚𝑔 ⃗𝑦0) ⋅ ⃗𝑦1 = 𝑚𝑅( ̈𝜃 ⃗𝑦1 − ̇𝜃2 ⃗𝑥1) ⋅ ⃗𝑦1

𝐹𝑦 − 𝑚𝑔 cos(𝜃) = 𝑚𝑅 ̈𝜃

2. Sous quelle condition ces trois équations peuvent être résolue de manière analytique. Donner la
forme simplifiée des équations. Donner la pulsation du pendule.

Prenons, par exemple, 𝜃 = −𝜋
2 + 𝛼 avec 𝛼 petit. Dans ce cas nous avons de petites oscillations

outour d’une position d’équilibre.

Dans ce cas cos(𝜃) = sin(𝛼) ≈ 𝛼 et sin(𝜃) = −cos(𝛼) ≈ −1

Les équations d’équilibre dynamique deviennent



{{
{
{{𝐹𝑥 + 𝑚𝑔 = −𝑚𝑅 ̇𝛼2

𝐹𝑦 − 𝑚𝑔𝛼 = 𝑚𝑅 ̈𝛼
̈𝛼 + 2

3
𝑔
𝑅𝛼 = 0

La pulsation est √2
3

𝑔
𝑅
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