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ATTENTION : Les réponses sont a rédiger sur cette feuille
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Un disque de rayon R, d’épaisseur e peut tourner autour d’une liaison pivot de centre O et d’axe Z.
On notera m la masse du disque, il est constitué d’un matériau de masse volumique p.

Le point G est le centre de gravité du disque. L’inertie du disque autour de 'axe (G, Z) est I, = m%2

La figure de gauche représente le mécanisme et celle de droite le mouvement du disque au cours du
temps.

Le repére R, = (O, B;), avec B; = (%4, ;, Z), est attaché au disque.
Le repére Ry, = (O, B,)), avec By = (%, Yy, Z) est considéré galiléen.
Cinématique
1. Exprimer Z; dans la base B,
%, = cos(0)Z, + sin(0)y,
2. Exprimer ¥, dans la base B,
y1 = —sin(8)Z, + cos(6)7

3. Exprimer %fl |O dans la base B, puis dans la base B;

Efl = 9(* Sill(\g):fu + (ﬁOS(Q)Zj()) _ éyl
0

4. Exprimer %g‘jl |0 dans la base B, puis dans la base B,



d . .
%7}1 = —0(cos(0)Z, + sin(0)yj,) = —0Z,
5. Exprimer Ql /0

—

2

6. Exprimer ‘7061 /o puis VGel /o en utilisant la formule des moments (babar)

Voa/o =0

‘7661/0 = VOEI/U +GO A Q1/0
= —RZ, A OZ = ROy,

7. Exprimer Z; A g,

% Ny = (cos(8)Z, + sin(8)y,) A Y = cos(0)Z
8. Exprimer 9y, - Z;

o - 31 = T - (cos(6)3, + sin(0)7) = sin(0)

9. Exprimer 4, - ¥;

Bo- T = Go - (—sin(0)7, + cos(6)fiy) = cos(0)
Statique

1. Exprimer le torseur statique exercé par le poids sur le disque. Le poids est dirigé suivant —,. On
exprimera ce torseur en G et en O

boids — disque __ —mgyo
T! ue

]\/[O poids — ]\/‘{G poids + OG A (7mgy0>

=0+ RZ; A (—mgi,) = —mgR cos()Z

Tpoids — disque _ —mg¥o
S o —mgR cos(0)Z
2. Exprimer le torseur statique exercé par le pivot sur le disque. On décomposera la force dans B,
soit F, 71 + F 4,

Foz,+F, 1y,

Tpivot — disque _ {
s o 6

3. Exprimer la somme de ces torseurs au point O

Eri‘l—&-Fy'ylfmgg}O

Tpoids—}—pivot — disque _
s o —mgRcos(0)Z

Cinétique
1. Donner le volume V du disque et exprimer sa masse m en fonction de R, e, p. Exprimer I, en
fonction de R, e, p.

V = wR?%e



m = mpR2e

2 R2 R4
I, = m7 =mpR%e— = 7rpe7

Donner la matrice d’inertie du disque exprimée au point GG dans la base B;. Les termes non nuls
seront indiqués par une variable de votre choix.

A0 0
0A 0
0 0 mZ

2 , .
(G,By1)

Exprimer le moment cinétique G4 /o du disque au point G par rapport a la base Bj,. Exprimer le
torseur cinétique du disque au point G par rapport a la base B,,.

A0 O 0 0 R?
Goipo=|04 0 0 0 = m—0z
00 m%’z 0 m%’ZQ
(GBl) Bl Bl
ci mROj
Tyjo = {mf?f(?;
G

4. Exprimer le torseur cinétique du disque au point O par rapport a la base B,,.

Fo1/0 = 0c1/0 + OG AmViey g
2
= m792+ RZ, N mROy,
R? . 0pe 3 -
= m?ﬁz—% mR“0Z = imR 0z

ci mRégL
Tl/o - {ngZ(?E
Dynamique
1. Exprimer 'accélération T' g, /0
. d .
FGel/o = aVGa/o
0
d -
=R—0y
dt Y1

= R(0y, — 0°3,)
2. Exprimer le torseur dynamique du disque au point G par rapport a la base B,,.

. d
5(;1/0 = %UGI/O

R2..
=m—~0z
2



3. Exprimer le torseur dynamique du disque au point O par rapport a la base B,.

501/0 = g(n/o +OG A mR(éﬂl — 9251>
R?. N
= m—-0Z+ R, AmR (05, — 6°,)
R?, .
= m—-07 + mR*0%
3

Equilibre dynamique

1. Donner les trois équations caractérisant I’équilibre dynamique par projection dans la base B;

Tpoids-&—pivot — disque _ Tdy
s

1/0
Fo&+F,41—mgyo _ mR(éylféQi’l)
o —mgRcos(0)Z SmR26z

projection sur Z

—mgR cos(0) = ;mR20

gcos(0) + ;RQ =0
projection sur Z;
(F,&y + Fyg, —mgyy) - %) = mR(é§1 - 92f1> F Iy
F, —mgsin(0) = —mR6?
projection sur
(szl + F,9, — mg@o) = mR(é@H - 92f1> 0

F

, — mgcos(f) = mR6

2. Sous quelle condition ces trois équations peuvent étre résolue de maniere analytique. Donner la
forme simplifiée des équations. Donner la pulsation du pendule.

Prenons, par exemple, § = —7 + « avec « petit. Dans ce cas nous avons de petites oscillations
outour d’une position d’équilibre.

Dans ce cas cos(f) = sin(a) ~ a et sin(f) = — cos(a) ~ —1

Les équations d’équilibre dynamique deviennent



F, + mg = —mRd?
F,—mga =mRa

o+ a=0
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